Oznacme nyni

¥
1(n)= C)'de (1)
vysetirovany integra. Mame rozhodnout o jeho konvergenci, tj. pro jak& n integrd 1(n)
konverguje.

Piedn¢ je tieba s uvédomit, ze se jedna o nevlastni integra jak vlivem funkce (pro dolni
mez), tak vlivem meze (v piipadé meze horni).

Provedeme tedy rozklad integralu 1(n) takto:

1(n) = 12(n) + 12(n), ()
kde symboly 11(n) al(n) predstavuji postupné integraly:
_Ln(x+1)
ly(n)= = 5 3)
10)= 3" Y @

1

Nyni je integrd 1i(n) nevlastnim integrdem vlivem funkce a integra 1,(n) pak nevlastnim
integralem vlivem meze.

Krom¢ toho ona horni mez v integrdlu 1;(n) a dolni mez v integrélu 1,(n) hraje kli¢ovou roli.
Hned uvidime pro¢. Totiz pro x = 1 je funkéni hodnota integrované funkce identicky rovna
In 2 zcela nezavide na tom, jak velké je n (samozigmé vyjimku tvori pripad, kdy by se
n® +¥).

Podivejme se nyni na integrdl 1:1(n). Zde se tedy pohybujeme v mezich (O; 1/pro proménnou
X. Protozejisté plati

In(x+1)
. Inlx+ . X . . n
lim In(x+1) = lim = respektive  lim—*— =1 (5)
x®0" X" x®0*" X" x® 0* X
n
muzeme vyiesit nyni integrdl 11(n) takto:
1 1 1 1 1
In(x+1) _n(x+1) . ix L : _
=0 —dx=lim —=—dx=lim ¢ dx = lim & "dx = lim ¢y "dx =
Il(n) o X" a®0" ¥ X a®0* O)_(a n a®0+9( a®0+9(
SxZ " L 1 1 1 ©
. ex "u . .
=lima-—y = Ilm[lz'” - az'”]z- —&- im—2
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Je zigjmé, ze pro n 3 2 plati:

L()=-—1-&- tim 1 %=y @

. ; . 1
Il(n):-—1 &- I|m—i29:—l - Ilmaz’”):—1 (1-0)=—— (7
n-2¢ a®o0'a ‘g 2-n' a®0 2-n 2-n
Podivejme se nyni naintegrd [2(n).
¥ u=|n(x+1) u¢:i ¥ ¥ 1
()= anberD) g ol 1 anbor)y 1 e
2 - n - 1-n |~ n- q " -
o X Vo= x " y=X 1-n& x"* B 1-nx+1
1-n
1 . én(x+)u 1 o X"
= ¥im No- Aim ——dx =
1-n w¥g x"' H 1-n e¥ x+1
1 b+1) o o X"
= Xim - In{2)+= ——Aim §——dx
1-n b®¥8 b™* ( )g 1- n bo¥ Px+1
Prvni limitu tohoto vyrazu oznacime L;(n). Dde bude zigjme platit tato rovnost:
Xl»n
:X»n_ X»n»l+X—n—2_ X—n—3+L (8)
x+1

Dosadime tedy (8) do feseného integralu a vzhledem k nasledujicim Upravam mame:

=L, (n)- ——Aim 4 - +L - ;
l1-nv¥x-n+l -n -n-1 -n-2 g &n+l -n -n-1 -n-2
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l-nb¥en-1 n n+l n+2 g &n-1 n n+l n+2 A
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=L,(n)- {im -= -
.(n) 1-n b®¥gn-1 n n+l n+2
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V (9) oznacime obe limity postupné L,(n) a Ls(n):

L(n)=

LimitaLy(n):
a)

b)

d)

LimitaLy(n):

ag)

bb)

cC)

dd)

=L(n)- L(n)+Ls(n), (10)

+ ..
=1 ﬂim?”(t;_ll)- In(2)2 (11)
1_ n b®¥e b 1]

i><Iim€ei-1+i- ! +L9 12)
1- n ®¥an-1 n n+l n+2 1)

i ) a)-nﬂ b—n b—n—l b—n—2 N (13)

ﬁlmg—- —_—t -

pro n > 1 sejednd o vlastni limitu ajegji hodnota je tedy realné ¢ido. Plati

v tomto pifpads L, (n)= ;n(f) .

pro 0 £n < 1 limitataké existuje, jedna se vsak o limitu nevlastni, jejiz
hodnota je rovna + ¥.

pro n = 1 limita neexistuje, proto neexistuje integra |,(n) atedy ani integra

[(n).

pro n < 0 se jedné opét o nevlagtni limitu, jejiz hodnota je rovna + ¥.

pro n > 1 sejednd o vlastni limitu a jegi hodnota je tedy realné ¢ido. Specidné
pro n = 2 je hodnota limity rovna (2. S rostoucim n jde hodnota limity k nule.

pro 0 < n< 1 limitatake existuje ajedna se o vlastni limitu a jeji hodnota je
tedy redlné ¢ido.

pron = 1an = 0 limita neexistuje a proto neexistuje integrd 1,(n) a tedy ani
integrd [(n).

pro n < 0 (vyjma zdpornych celych ¢isel — pro ty limita neexistuje) se jednd o
vlastni limitu.
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Limita Ls(n):
aaa) pron> 1sejedndo vlastni limitu ajei hodnota je nula.

bbb) pro0< n< 1limitatakeé existuje ajednd se viak o nevlastni limitu a jgji
hodnota je + ¥.

ccc)  pron=1an= 0limitaneexistuje a proto neexistuje integrd 1,(n) atedy ani
integra I(n).

ddd) pron< 0 (vyjmazdpornych celych ¢isel — pro ty limita neexistuje) se jedna o
nevlastni limitu s hodnotou + ¥.

Uvé&zime-li tento rozbor, integrd 1,(n) je konvergentni pro n > 1.

Zopakujme vysledek pro integrd 11(n). Pro n 3 2 plati: Il(n):-n—lzgi- I(i@rgaTl_ZQ: +¥
-2e¢ @ @

apro n < 2 sejedné o konvergentni Lebensguetv integral:
oL h-lim a“):i(l- 0)
[} 2-n

-n a® 0"

1
2-n

Vzhledem ktomu je tedy I(n) Kkonvergentni Lebensgeueiv integra pro
l<n<2apron ?2méhodnotu +¥.

Dde mazeme fici, ze:
1) Pro n 3 2 integrdl 1(n) také existuje, ae jedna se 0 nevlastni integral s hodnotou
+ ¥,

2) Pro 0 < n< 1lintegrd I(n) také existuje, de jedna se o i zde nevlastni integra
shodnotou + ¥.

3) Pron= 1lan= Ointegrd I(n) neexistuje.

4) Pro n < 0 obecn¢ integral I(n) neexistuje.
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